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Capitulo 1

Introduccion

Sobre las notas. Las presentes notas intentan representar lo mas importante del curso, y
tienen como fin servir de apoyo a estudiantes y profesores, asi como la mejora misma del
curso. Estas notas no contienen todo lo que se vera en el curso, ni sustituyen los libros, la
clase o los apuntes. Ademds, se debe de considerar que como cualquier material y cualquier
cosa son un documento mejorable.

Sobre el contenido de la asignatura. Se seguird y tomard en cuenta el contenido de
la asignatura como estd en el plan, sin embargo, la secuencia del mismo se puede alterar,
asi como también se pueden agregar partes que se consideren importantes. Todo esto con el
afdn de mejorar la preparacion del estudiante y la tematica del curso.

A los estudiantes. La mejora de este material y el alcance real e impacto real del curso
en tu preparacién depende mucho de ti. Si detectas errores, omisiones, o algo mejorable en
este material ten pon seguro que tu aportacion serd tomada en cuenta. Si quieres agregar
o proponer algo en tareas, ejercicios, contenido, etc. Tus sugerencias seran bien recibidas.
Puedes ayudar a mejorar tu curso e impactar en la formacion de futuros estudiantes de la
materia con tu aportacion.

Sobre la bibliografia. La bibliografia se incluye en este documento, pero parte de la fina-
lidad de las notas es reducir la dependencia de la bibliografia, esto no porque la blibliografia
no sea adecuada, sino por que no todos los estudiantes tienen siempre acceso a ella, atin los
libros de la biblioteca son finitos, asi que no se puede pedir que todos los estudiantes acccesen
a ellos al mismo tiempo. Por otro lado, se espera que las notas se ajusten de una manera
més precias a los contenidos del curso. Se recomienda a su vez que el estudiante revise la
bibliografia cuando le sea sugerido por el profesor, y cuando lo determine adecuado, para pro-
fundizar en los temas, ver otra forma de explicarlos, detectar errores en las presentes notas
(que obviamente se pueden dar), ver otros problemas y ejemplos, etc. [5, 6]
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Capitulo 2

Conjuntos y Relaciones

El presente capitulo introduce de forma basica lo que son los conjuntos, su definiciéon y
representacion.

2.1. Conceptos

Definicion 1 Un conjunto es una coleccion, grupo o lista de objetos o cosas agrupadas bajo
cierta cualidad, caracteristica o condicion.

Definicion 2 Un elemento o miembro es el nombre con el cual se designa a cada uno de
los objetos que pertencen al conjunto.

Asi, un conjunto se puede formar con: los libros de una biblioteca, los alumnos de una es-
cuela, los meses del ano, etc. Los conjuntos también se pueden formar por elementos cuyas
caracteristicas no tengan una relacién directa o no sean faciles de definir por una clausula,
por ejemplo, podemos decir que cierto conjunto son los siguientes elementos { perro, avién,
lago, cuchara}. Aunque no se ve una relacién directa entre los elementos del conjunto, por el
simple hecho de decir que esos son los elementos que forman el conjunto, entonces el conjunto
queda definido. Existen ciertos criterios que se deben de tomar en cuenta para enunciar un
conjunto, tales como:

El conjunto debe de estar bien definido. Podra determinarse si un elemento pertenece
o no al conjunto. Por ejemplo, si se dice que un conjunto son las estaciones del ano es facil
ver que verano es parte del conjunto, pero marzo no lo es. La propiedad o cualidad bajo la
cual agrupamos a los elementos del conjunto (en el ejemplo, el que sea una estacién del afo)
nos permite verificar sin dudas, y de forma clara si algin objeto es miembro o no del conjunto.

Los elementos del conjunto se cuentan solo una vez. Si el conjunto son los nombres de
los estudiantes de un grupo (notese que se define como los “nombres”, NO los estudiantes), y
los estudiantes son: José Carlos, Hector Alonzo, José Benito, José Agustin, y Roberto Carlos,
entonces los elementos del conjunto son: { José, Carlos, Hector, Alonzo, Benito, Agustin,

7
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Roberto}.

No se toma en cuenta el orden de los elementos dentro del conjunto. El conjunto del ejemplo
anterior se puede definir también como: { Roberto, Carlos, Hector, José, Benito, Agustin,
Alonzo} o con alguna otra permutacion y el conjunto sigue siendo el mismo.

2.2. Definicién

Por convencién se hace referencia o se representa a un conjunto con una letra maytscula, por
ejemplo:

A Z D, FT R...
A a los elementos del conjunto se les representac on letras minusculas, por ejemplo:
a,z,d, f,t,r..

La definicién de un conjunto se puede hacer por extension (o enumeracién) y por comprensién
(también llamada abstraccién). Por extension. Se lista a todos los elementos del conjunto,
por ejemplo:

El conjunto M de los meses del ano:

M = {enero, junio, marzo, septiembre, diciembre, abril, mayo, octubre,
noviembre, julio, febrero, agosto}

Por comprensién. Consiste en enunciar la propiedad o cualidad que comparten los elementos
del conjunto, por ejemplo:
El conjunto M de los meses del afio:

M = {z|z es un mes del ano}

Se lee, el conjunto M formado por x tal que x es un mes del ano. De esta forma podemos
reducir a una clausula o enunciado un niimero muy grande (incluso infinito) de elementos sin
necesidad de escribirlos explicitamente.

2.3. Pertenencia

La pertenencia, denotada por €, como su nombre lo dice, se refiere a los elementos que
pertenencen a un conjunto, por ejemplo:

Sea M el conjunto de los meses del ano, o escrito de otra forma:
M = {z|x es un mes del ano }
entonces:

junio € M
Se lee, junio es un elemento de M o junio pertenece a M.
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De manera similar existe la NO pertenencia denotada por ¢, entonces para el ejemplo anterior
podemos escribir:

martes ¢ M

Se lee, martes NO es un elemento de M o martes NO pertenece a M.

2.4. Tipos de conjuntos

2.4.1. Conjunto Universal

El conjunto universal, comunmente denotado por U o €2, consta de todos los elementos que
se pudieran ver involucrados en la resolucién un problema. Por ejemplo, si estamos tratando
con temas de algebra para los alumnos de ingenieria en computacién, el conjunto universal
puede ser el conjunto de todos los temas 2000que se ven en la ingenieria en computacion.

2.4.2. Conjunto vacio

El conjunto vacio representa a aquel conjunto que NO contiene ningiin elemento, y se denota
por (). Para representarlo por extensién se utiliza {}.

2.4.3. Subconjunto

Definicion 3 Un conjunto A es subconjunto de un conjunto B, si todo elemento de A per-
tenece a B.

La notacién para denotar un subconjunto es la siguiente:

A C B, se lee A es subconjunto de B, o A esta contenido en B.

Algunos autores utilizan el simbolo C para denotar al subconjunto. Para fines de este curso
haremos la siguiente diferencia, si se utiliza el simbolo C (inclusién), por ejemplo en A C B,
indica que A es subconjunto de B pudiendo incluso ser exactamente los mismo conjuntos. Si
utilizamos el simbolo A C B (inclusién estricta), entonces A es un subconjunto de B pero
A no contiene todos los elementos de B. Ejemplo:

B: {a7bacad7€7fag} yA: {aﬂb7c7d767f79}7 entonces Ag B B: {a,b,C,d7€,f,g} y
A={b,c,d,e, f}, entonces A C B.

La primera expresiéon nos dice que A es un subconjunto de B pero que puede ser incluso
exactamente igual a B, la segunda expresién nos dice que A es un subconjunto de B, pero
que no todos los elementos de B se encuentra en A.

De la misma manera para indicar que un conjunto NO es un subconjunto de otro se utiliza
el simbolo ¢. Ejemplo
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B ={a,b,c,d,e, f,g} y A={a,b,c,2,e, f, g}, entonces A ¢ B.

Notese que B contiene a “casi” todos los elementos de A con excepecién del 2, y por esta
diferencia ya no es un subconjunto del mismo.

2.4.4. Subconjunto propio e impropio

Dados los conjuntos A y B tales que A C B, se dice que A es un subconjunto propio de B,
si B contiene al menos un elemento que no pertenece a A, es decir, todos los elementos de A
pertencen también a B, pero ademds, B tiene otros elementos que no pertenecen a A, el caso
en que todos los elementos de A pertencen a B se dice que A es un subconjunto impropio
de B.

2.4.5. Conjunto complemento

El conjunto complemento esta definido por los elementos del conjunto universal que no perten-
cen a un conjunto. Por ejemplo, sea el conjunto A los numeros primos de un digito, entonces
A ={1,2,3,5,7}, y sea el conjunto universal (que denotaremos por €2) los niimeros enteros
de un digito, entonces = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Entonces el complemento de A, que se
denota por A" o A¢ es A’ ={0,2,4,6,8,9}.

2.5. Diagrama de Venn-Eiiler

Los diagramas de Venn-Eiiler (o simplemente diagramas de Venn) se utilizan para representar
graficamente un conjunto. De esta manera podemos estudiar y analizar de una forma mas
clara a los conjuntos, sus relaciones y operaciones. Para la representacién del conjunto se
utilizan circulos dentro de los cuales se distribuyen los elementos del conjunto. La forma del
diagrama para el conjunto A = {z|x es una vocal}, se muestra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama de Venn del conjunto de las vocales.

Cuanto se desea representar el conjunto universal, entonces se dibuja un rectangulo con una
letra u en la esquina superior derecha, o se inscriben dentro del rectangulo a todos los ele-
mentos del conjunto universal. Para ejemplificar el uso del diagrama de Venn, considere el
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siguiente ejemplo:
Sea 2 =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},

A={1,2,357y
Ar=10,2,4,6,8,9}.

Entonces el diagrama de Venn que representa lo anterior se muestra en la Figura 2.2:

Figura 2.2: Diagrama de Venn que ejemplica al conjunto universo, y al conjunto complemento.

NO es necesario escribir las letras A y Ar dentro del diagrama y puede mal entenderse (al
pensar que dichas letras son parte del conjunto), en este caso se agregaron para indicar que
parte del diagrama corresponde a cada conjunto, por otro lado se puede poner solo la letra
que representa al conjunto y no todos sus elementos.

2.6. Operaciones con Conjuntos

Las operaciones més comunes que se realizan con los conjuntos son las de: unién, particién,
interseccion, diferencia y complemento. A partir de estas operaciones se pueden definir
nuevos conjuntos (que son el resultado de aplicar la operacion).

2.6.1. Union

La unién de dos (o més) conjuntos es el conjunto formado por los elementos de los conjuntos
a los cuales se les aplica la operacion. El simbolo para denotar la unién de conjuntos es U.

Consideremos a los conjuntos:
A={1,23}y
B ={3,4,5},

el conjunto C' resultante de la unién entre A y B es:

C=AUB={zlre Aoz e B} =1{1,2,3,4,5}
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El resultado de la unién de dos conjuntos se puede representar graficamente rellenando del
mismo color los conjuntos que se unen, los posibles rewsultados de la unién de dos conjuntos
se aprecian en la Figura 2.3

Q

a)
Q
}
b)
Q
B

c)

Figura 2.3: Posibles resultados de la unién de dos conjuntos A y B. a) Ningun elemento de A
pertenece a B, b) Ay B tienen algunos elementos en comun, y ¢) El conjunto A estd contenido
en B pero no son exactamente iguales.

Propiedades

s Kl resultado de aplicar la operacién unién es tunico. Ejemplo
A={1,2,3},
B ={3,4,5},
AUB={zlr € Aoz € B} ={1,2,3,4,5}

Y no existe otro resultado posible para AU B.
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= Conmutativa. El resultado de la union de dos o méas conjuntos no varia si se aplica en
diferente orden, es decir AUB = BU A, o para tres conjuntos AUBUC = CUAUB =
BUAUC.

s Asociativa. Se puede sustituir la unién de dos conjuntos por su resultado en una unién de
varios conjuntos y este serd el mismo. Ejemplo, AUBUC = (AUB)UC = (CUA)UB =
B U (AUC), etc. Los parentesis indican que primero se realizé la operacién de dentro
del parentesis. Por ejemplo para el caso (A U B) U C, primero se obtuvo el conjunto
resultante de (A U B) y luego se realizé la uni
‘on de este con el C.

= Elemento neutro. La unién de culquier conjunto con el conjunto vacio, da como resultado
el mismo conjunto. Ejemplo, AU} = A.

2.6.2. Interseccién

La interseccién de un conjunto A con un conjunto B es el conjunto formado por los elementos
de que pertenecen a A y pertenecen también a B. Se puede generalizar para un numero
n arbitrario de conjuntos,la interesecci’on serd el conjunto formado por los elementos que
pertenecen a los n conjuntos. La interseccion se denota por el simbolo N:

ANBselee A intersecciéon B
En notaciéon por comprension o abstracta:

ANB={zlx € Ay x € B}

La representacién grafica de la interseccion se hace iluminando el area de la interseccién de
los dos conjuntos, como se muestra en la Figura 2.4

Q

Figura 2.4: Resultado de la interseccién de dos conjuntos que comparten algun(os) elementos
en comun.

Propiedades

» El resultado de aplicar la operacién interseccién es unico. Ejemplo

A=1{1,2,3},
B ={3,4,5},
ANB={zlr€ Ay z € B} ={3}
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Y no existe otro resultado posible para AN B.

= Conmutativa. El resultado de la interseccion de dos o méas conjuntos no varia si se aplica
en diferente orden, es decir ANB = BN A, o para tres conjuntos ANBNC = CNANB =
BNnANC.

» Asociativa. Se puede sustituir la interseccién de dos conjuntos por su resultado en una
interseccién de varios conjuntos y este serd el mismo. Ejemplo, ANBNC = (ANB)NC =

(CNA)NB=BnN(ANCQO), etc.

Los parentesis indican que primero se realizo la operacion de dentro del parentesis. Por
ejemplo, para el caso (AN B)NC, primero se obtuvo el conjunto resultante de (AN B)
y luego se realizo la interseccién de este con el C.

= Caso especial. La interseccion de cualquier conjunto con el mismo da como resultado el
mismo conjunto. Ejemplo, AN A = A.

Si la interseccién de los conjuntos A y B es el vacio, se escribe:
ANB=1
Entonces se dice que A y B son conjuntos disjuntos.

2.6.3. Particién

Se le llama particién de un conjunto A a todos los subconjuntos no vacios de A y disjuntos
entre ellos. De tal forma, que la unién de los conjuntos resultado de la particién da por
resultado A. Ejemplo:

A= Al; AQ; A3
donde los puntos ... quieren decir y asi sucesivamente, y cada A;, representa un subconjunto

disjunto de A, por lo tanto: A = A1 UA; U A3 U ...

Graficamente las particiones se ven como en la:

» Figura 2.5, particién formada por dos subconjuntos, A = A; U As.

s Figura 2.6, particién formada por tres subconjuntos, A = A; U Ay U Ag.

Figura 2.5: Una particién en dos subconjuntos.

Las particiones se realizan de acuerdo a las necesidades del problema, por ejemplo: suponga-
mos que nuestro conjunto universo es una baraja inglesa, nuestro conjunto de interes pueden
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Figura 2.6: Una particién en tres subconjuntos.

ser los diamantes rojos, y nuestras particiones de mayor interes pueden ser aquellas cartas
de los diamantes rojos que pueden forma un black jack (21, formado por el as y una carta
mayor o igual a 10).

2.6.4. Diferencia

La diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto formado por los elementos que pertenecen
a A, pero que no pertenecen a B.

La diferencia se indica como A — B, aunque también es muy comun (posiblemente el simbolo
mé&s comun) utilizar A\ B, y se lee A menos B o A diferencia B, o los elementos en A que
no estan en B.

La diferencia no es conmutativa, y se realiza en general solo entre dos conjuntos. El resultado
de la diferencia de A\ B se puede apreciar en la Figura 2.7.

Figura 2.7: Resultado de la diferencia de dos conjuntos que tienen algin(os) elementos en
comun.

2.6.5. Complemento

El complemento de un conjunto estd formado por el conjunto de los elementos que no per-
tenece a él, y que estdn en el conjunto universal. Asi una definicién m&s precisa es que el
complemento de A, denotado por A’ o A, es el conjunto universal diferencia el conjunto A,
ejemplo:

A=U\A

El complemento de un conjunto se ilustra graficamente en la Figura 2.8

2.6.6. Condensado de propiedades del algebra de conjuntos

La Tabla 2.6.6, resume las propiedades del algebra de conjuntos, estas propiedades resul-
tan utles ya que nos sirven para tratar de forma abstracta las operaciones sobre conjuntos,
pudiendo trabajar incluso con conjuntos de tamano infinito [4].
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Propiedad de idempotencia
AUA=A
ANA=A

Propiedad asociativa
(AUB)UC =AU (BUCQ)
(ANB)NC=An(BNC)

Propiedad de conmutativa
AUB=BUA
ANB=BNA

Propiedad de distributiva
AU(BNC)=(AUB)N(AUQ)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

Propiedades de identidad
Aub=A
AuU=1U
ANU=A
AND=10

Propiedad de involucién

(4%)° = A

Propiedad del complementario
A°UA=TU
Uc=10
ANU=A
0°=U

Ley de Morgan
(AUB)¢ = A°N B¢
(AN B)¢ = A°U B°
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Q

Figura 2.8: El complemento de un conjunto son los elementos del universo que no pertencen
al conjunto.

2.7. Algunos conjuntos basicos de uso comun en ingenieria
Existen cieros conjuntos que son relevantes en problemas de la vida cotidiana, y que son
manejados de forma cotidiana por las personas (existen conjuntos que son importantes para

la vida cotidiana pero que manejan comunmente solo los matemadticos y profesionales afines).
A continuacién se listan algunos de los mas importantes:

2.7.1. El conjunto de los nimeros naturales

Los niimeros naturales se definen asi:

N=1{1,2,3,4..}

Donde los puntos suspensivos quieren decir y asi sucesivamente.

2.7.2. El conjunto de los niimeros enteros

Los ntimeros enteros se denotan por Z estan definidos de la siguiente forma:
Z=A.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} Que se puede expresar como:
Z={.,-3,-2,-1yU{0}U{1,2,3,...}, o bien:
Z=A..,—3,-2,-1} U{0} UN, o bien:

Se puede ver que todo niimero natural es un nimero entero, por lo tanto:

NcCz

2.7.3. El conjunto de los niimeros racionales

El conjunto de los niimeros racionales se denota por Q y se define de la siguiente forma:

Q={%la€Z,beZ,b#0}
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Que se lee, Q es el conjunto de los nimeros de la forma a entre b tales que a y b pertenecen
a los enteros y b es diferente de 0.

Hay quue notar que todos los niimero enteros se pueden repesentar por un racional, la forma
mas simple es el mismo entero dividido entre el racional:

8= %,5: %, etc.
Dado lo anterior, entonces:
Z CQ

A los racionales que se pueden expresar por un numero finito de decimales les llamaremos:
racionales con expansion decimal finita, por ejemplo:

1
1=025

La fraccién de un cuarto puede ser representada de forma decimal con un ntmero finito de
digitos.

A los racionales como 1/3 = 0,333.... donde los puntos ... quieren decir que asi continua
infinitamente, les llamaremos: racionales con expansion decimal periddica infinita.

2.7.4. El conjunto de los nimeros irracionales

El conjunto de los ntimeros irracionales se denota por Q' y estdn dados por aquellos ntimeros
decimales que no se pueden escribir de la forma a/b donde a y b son enteros, por ejemplo: 7,
V2, ete. m = 3,14159... y sigue asf infinitamente pero sin repetir un periodo, y no se puede
representar como una fraccién de enteros.

2.7.5. El conjunto de los niimeros reales

El conjunto de los ntimeros reales lo definiremos como la unién de los racionales con los
irracionales. Es decir:

R=Qu

2.7.6. El conjunto de los niimeros imaginarios

A cualquier ntimero real positivo se le puede extraer la raiz cuadra y serd otro nimero real
positivo, los niimeros imaginarios se introducen para definir la raiz cuadrada de un ntmero
real negativo, donde:

i> = —1, por lo tanto:

i=+-1

Para referirnos entonces al resultado de alguna raiz cuadrada de un nimero negativo, lo

hacemos en términos de i, por ejemplo: /—4 = /(22)(—1) = (2)(vV/—1) = 2i
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2.7.7. El conjunto de los nimeros complejos

Un ntmero complejo se define como la suma de un niimero real y un imaginario, por ejemplo:
3 + 2i. El conjunto de los niimero complejos se denota por C
Notese que al nimero imaginario puede ser 07, por lo cual:

RcC

2.7.8. Desigualdades de Orden

Se define una relacién de orden en R como sigue: el nimero real a es menor que el ntimero
real b si b — a es un niimero positivo.
La notacion de desigualdades es la siguiente:
a>0b selee a es mayor que b.
a <b selee aes menor que b.
a > se lee a es mayor o igual que b.
a <b seleea es menor o igual que b.
En términos geométricos si a > b signifia que a estd mas hacia la derecha de la linea real.

2.7.9. Intervalos

El conjunto de los nimeros reales x que cumplen que:
a<x<b selellama intervalo abierto desde a hasta b
a <z <b selellama intervalo cerrado desde a hasta b.
a<x<b selellama intervalo abierto-cerradp desde a hasta b
a<x<b selellama intervalo cerrado-abierto desde a hasta b.

2.7.10. Valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real z se define como:

T si x>0
] = —x si <0

2.7.11. Conjuntos acotados

Se dice que un conjunto A estd acotado si para toda x € A, existe un ntimero M tal que
x < M y un numero N tal que x > N.

A M se le llama cota superior, y a IV se le llama cota inferior, muchas veces se hace referencia
a conjuntos acotados como acotado por arriba o acotado por abajo, que indican que existe la
cota superior e inferior respectivamente.
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P(a,b)

Figura 2.9: Plano Cartesiano.

2.8. Producto Cartesiano

2.8.1. Par ordenado

Un par ordenado consta de dos elementos a los cuales se les ha dado un orden, y se denota
por (a,b), donde a es el primer elemento y b es el segundo.

La diferencia entre el par ordenado (a,b) y el conjunto {a,b} es que en el par ordenado SI
importa el orden de los elementos y en el conjunto no.

A la generalizacién de elementos ordenados que forman més de un par, por ejemplo (a, b, c),
se le conoce como tupla, en el caso del ejemplo es una 3-tupla. En el caso de n elementos en
los cuales importa el orden le llamaremos n—tupla

2.8.2. Plano Cartesiano

El plano Cartesiano también recibe el nombre de sistema coordenado, sistema coordenado
rectangular. Consta de dos rectas perpendiculares entre si que se intersectan en un punto
denominado como origen y que se le denota comunmente por la letra O., al eje horizontal
se le conoce como el eje de las abscisas o eje x, al eje vertical se le conoce como eje de las
ordenadas o eje y. El plano Cartesiano se muestra en la Figura 2.9.

A la interseccion de dos rectas perpendiculares al eje de las abscisas y ordenadas se le conoce
como punto (ndtese que es solo a la interseccién no a las rectas). Un punto esta asociado con
un par ordenado (a,b) donde a siempre representa la distancia partiendo del origen hacia la
derecha del eje de las abscisas si a es positiva y hacia la izquierda si es negativa, a su vez,
b representa la distancia del origen hacia la parte superior en el eje de las ordenadas si es
positiva o hacia la parte inferior si es negativa.

A la regién definada por la parte superior al eje de las abcisas (abscisas positivas)y a la
derecha del eje de las ordenadas (ordenadas positivas) se le conoce como primer cuadrante.
Todos los pares ordenados asociados con puntos en este cuadrante tienen tanto la abcisa como
la ordenada postiva. A la regién definida por las abscisas negativas y las ordenadas positivas
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se le conoce como sequndo cuadrante, la regién definida por las abscisas y ordenadas negativas
se le conoce como tercer cuadrante, y finalmente a las region definida por las abcisas positivas
y ordenadas negativas se le conoce como cuarto cuadrante.

2.8.3. Producto Cartesiano

Dados dos conjuntos A y B, se llama producto cartesiano del conjunto A por el conjunto
B, al conjunto C' cuyos elementos son todos los pares ordenados (z,y) tales que x pertenece
a Ay y pertenece a B. Es decir:

Ax B={(z,y)|lr € A,y € B}

El conjunto de todo los pares ordenados de ntimeros reales se le denota por R?, y se le define
como el producto Cartesiano del conjunto de los reales por el conjunto de los reales, es decir:
R? =R x R.

Al conjunto de todos los pares ordenados de niimeros reales se le denomina plano numérico
y se denota por R2.

2.9. Relaciones

Una relacién R entre un conjunto A y un conjunto B es un subconjunto de A x B. [2]. A
la relacién de dos conjuntos es decir R C A x B se le llama relacién binaria (o simplemente
relacion), a la relacién de tres conjuntos R C A x B x C' se le conoce como relacién terciarfa.
Y asi sucesivamente a una relaciéon de n conjuntos se le llama relacién n—aria.

Si R es una relacién de A en B, para a € Ay b € B, se escribe aRb, o (a,b) € R.

Si R es una relacién de A en A, es decir A x A, decimos que R es una relaciéon sobre A o en
A, si R C A x B, entonces decimos que R es una relacién de A en B.

La relacién binaria es un conjunto de pares ordenados.

Ejemplo. Dados a € Ay b€ B, para A ={1,2,7} y B =1{3,4,5}, sea R la relacién definida
por <, entonces:

R= {(173)7 (174)7 (17 5)7 (27 3)7 (274)7 (27 5)}

Al conjunto de los primeros elementos de los pares ordenados de R se le denomina como el
dominio de R, y lo denotaremos dom(R), a los segundos elementos de los pares ordenados se
le denomina el rango de R y lo denotaremos como rango(R).

Considerando a € A y b € B una relacién se denota como aRb, se lee a a estd relaciona con
b, si a NO esta relacionada con b se escribe a R b.

2.9.1. Inversa de una relacion

Definimos la inversa de una relacién, denotada por R~!, como el conjunto de los apres orde-
nados que cuando se invierte su orden pertenecen a R. Es decir:

R~'={(b,a)|(a,b) € R}
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Figura 2.10: Ejemplo de un diagrama de flechas para representar una relacion.
1 — 2]
\\,_\‘__‘_, A kY /

/ Y i kY
/ \ { \
{ -———————— ]
i 4 / \ 3 !
AN / 5 S
L —

Figura 2.11: Ejemplo de un grafo dirigido que representa una relacién de A en A

En otras palabras bR~ 'a si y solo si aRb. Es decir:

bR la < aRb

2.9.2. Relacion Vacia

A la relacién R de A en B, tal que R = (), se le llama relacién vacia.

2.9.3. Relacion Universal

A la relacién R de A en B, tal que R = A x B, se le llama relacién universal.

2.9.4. Representacion Grafica de una Relacion

Una forma de representar una relaciéon de un conjunto A sobre un conjunto B es por medio de

un diagrama de flechas, como el mostrado en la Figura 2.10. Ejemplo, considere los conjuntos

A ={a,b,c} y B={x,y} sea R la relacién definida por R = {(a,z), (b,y), (c,y), }, entonces

el diagrama de flechas para tal relacién es el mostrado en la Figura 2.10

Una forma de representar una relacién de A en A es por medio de un grafo dirigido. Por ejem-

plo, la figura 2.11 representa una relacién en A = {1, 2, 3,4}, definida por R = {(1,2), (1,3), (3,2), (3,4)}.
A los circulos del grafo se les llama vértices o nodos y a las lineas que los unen aristas o arcos.

Cuando los conjuntos sobre los cuales estda definida la relacién pertenecen a los reales, la

relacién se puede representar mediante una grafica. Por ejemplo, sea la relacién S definida

en R por 42 + 9y? = 36, se representa por la grafica en la Figura 2.12
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Figura 2.12: Ejemplo de una grafica que representa una relacién sobre R.

2.9.5. Tipos de Relaciones
Considerando una relacién sobre un conjunto A, se definen los siguientes tios de relaciones:

s Una relacion R es reflexiva si aRa para cualquier a € A. Por ejemplo, considere
A = {a,b,c}, entonces las relaciones que contengan {(a,a), (b,b),(c,c)} serdn refle-
xibas, ademads pueden contener otros elementos, pero para ser reflexibas por fuerza
deben de contener los anteriores, solo contuvieran alguno o algunos de ellos tampoco
seria reflexiba.

» Una relacién es simétrica si aRb implica bRa. Por ejemplo, considere A = {a,b,c}, y
la relacién R = {(a,b), (b,a), (c,a), (a,c)} sobre A. En este caso R es simétrica, ya que
para cualquier par ordenado (z,y) también estd dentro de la relacién el par (y,z). En
otras palabras, estd en R (a,b) y esta (b,a), estd (a,c) y esta (c,a), etc.

= Una relacion es antisimétrica si aRb y bRa implica que a = b. Por ejemplo, la relacion
R = {(a,a),(a,b),(c,c)}, es antisimétrica ya que cuando tenemos dos pares (x,y) y
(y,x), en todos los casos = y, o en otras palabras, para saber si es antisimétrica vemos
el par (a,b), biscamos si el par (b,a) también estd en la relacién y si estd entonces se
debe cumplir que a = b, entonces en la relacién deben de estar por ejemplo (1,1) ya
que 1 =1 pero si estd (1,2) entonces para que sea antisimétrica no debe de estar (2, 1)
porque 2 # 1.

» Unarelacion R es transitiva si aRb y bRc entonces aRe. Por ejemplo, sea R = {(1,2),(2,3), (1, 3)},
R es transitiva ya que estén el par (1,2) (a = 1, b = 2 para al definicién, y el par (2, 3)
(b =2y ¢ = 3 para la definicién), para que esta relacién sea transitiva tiene que estar
dentro de la relacién tambien el par (1,3) (a = 1, ¢ = 3, para la definicién), lo cual si
sucede por lo tanto en este ejemplo R es transitiva.

A la relacién sobre A que para todo aRb se cumple a = b, se le denota con el simbolo A 4.
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2.9.6. Composiciéon de Relaciones

Considere los conjuntos A, B y C, sea R una relacién de A sobre B y sea S una relacién
de B sobre C. Entonces, la composicién (R o S), se define como a(R o S)c si para un b € B
existen aRb y bRc.

2.9.7. Clausura(Cerradura) de una relacién

Considere una relacién R sobre un conjunto A. Se definen las siguientes clausuras (cerraduras)
de R.

» Una relaciéon R* es la clausura transitiva de R, si R es la relacién més pequena (con
menor nimero de elementos) que contiene a R y es transitiva. Por ejemplo, consideremos
A={1,2,3}, vy R ={(1,2),(2,3)}, la clausura de R debe de contener a R, en otras
palabras sera un conjunto de pares que contenga por lo menos los elementos de R,
entonces tomemos a = 1, b = 2, y ¢ = 3, se cumple que aRb porque (1,2) estd en la
relacién, se cumple que bRc porque (2, 3), para que sea transitiva se debe de cumplir que
aRc que quiere decir que el par (1,3) debe de estar enla relacién, entonces le agregamos
este par a R y obtenemos la clausura R* = {(1,2),(2,3),(1,3)}.

» Una relacién R* es la clausura simétrica de R , si R es la relaciéon mas pequena (con
menor nimero de elementos) que contiene a R y es simétrica. Por ejemplo, si A =
{1,2,3} y R =1{(1,2),(2,3)}, entonces una relacién que contiene los mismos elementos
que R para que sea simétrica debe de contener a {(2,1),(3,3)}, por lo tanto la clausura
simétrica de R, denotada como R* = {(1,2),(2,3),(2,1),(3,3)}.

» Unarelacién R* es la clausura reflexiba de R ,si R es la relaciéon més pequena (con menor
nimero de elementos) que contiene a R y es reflexiba. Por ejemplo, si A = {1,2,3} y
R ={(1,2),(2,3)}, entonces una relacién en A para que sea reflexiba debe d cumplir
que para todo a € A se cumpla que aRa, en nuestro ejemplo si a = 1 debe de cumplirse
que (1,1) esté en la relacién, y como es para todo a € A, entonces tambien debe de
cumplirse que (2,2) y (3,3) también estén en la relacién, por lo tanto la relacién mas
pequenia que contiene a R y ademads es reflexiba es R*{(1,2), (2,3), (1,1),(2,2),(3,3)}.

2.9.8. Relaciones de Equivalencia

Una relacién R es de equivalencia si y solo si R es reflexiva, simétrica y transitiva.

Por ejemplo, la relacién de equivalencia definida por = es una relacién equivalencia. Consi-
deremos el conjunto A = {1,2,3} serfa R = {(1,1), (2, 2), (3,3)}, es reflexiba porque aRa ya
que vemos que si a = 1, (1,1) estd en la relacién, e igual para todo a € A (es decir todo
esto se cumple para todos los elementos de A). Es simétrica ya que para todos los aRb que
estan en la relacién también estd bRa, es decir como estd (1,1), para a =1 y b = 1, entonces
tambien estd bRa para a = 1y b = 1. Y es transitiva, ya que para todos los elementos se
cumple que si aRb y bRc entonces aRc ya que en este caso a = b = ¢, entonces si a = 1
entonces b=1y c= 1y el par (1,1) estd en la relacion.
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Y, (J

Dominio

(a) (b)

Rango

Figura 2.13: (a)Ejemplo de una funcién su dominio y rango. (b) Ejemplo de una relacién que
NO es funcién, ya que hay valores de x que tienen asociados mas de un valor en y.

2.10. Funciones

Considere los conjuntos A y B, diremos que la relacién f de A en B es una funcién si y solo
si, para todo a € A existe un unico b € B tal que (a,b) € f. Usaremos f : A — B para
denotar que f es una funcién de A en B. Y se denota f(a) al inico b € B, tal que (a,b) € f.
Por ejemplo, A = {1,2,3,4} y B = {2,7,4}, la relaciéon R = {(1,2),(2,7), (4,4),(3,2)} es
una funcién, ya que a cada elemento de A solo se le asigno un elemento en B. Para ejemplos
y explicaciones més practicas se recomienda vistar el sitio en [3]

2.10.1. Dominio, Rango y Codominio de una Funcién

Sea f una funcién que va del conjunto A en B, es decir: f : A — B. Recordemos que cada
valor en A tiene asociado un uinico valor en B, es decir los pares ordenados que son elementos
de f contienen en la abscisa a todos los valores de A, a estos valores se les conoce como domi-
nio de la funcién. Por ejemplo, A = {a,b,c}, B = {2,3,4,-1},y f = {(a,2),(b,3),(c,—1)}.
A es el dominio de f, B es el codominio de f y el conjunto {2,3,—1} es el rango (o imagen)
de f. Note que los valores de A solo aparecen un vez en los pares ordenados de f, es decir,
{(a,2),(b,3), (¢, 1), (a,3)} NO ES UNA FUNCION ya que al elemento a no se le ha asig-
nado un wunico elemento de B. También hay que notar que la diferencia entre el codominio
y el rango es que el codominio son TODOS los valores de B y el rango son solo los valores
que estan en los pares ordenados de la funcién. La Figura 2.13 muestra un ejemplo de una
relaciéon que es una funcién y otra que no lo es, ademds en la Figura 2.13(a) se muestra el
dominio y rango de la funcién.

Todas las fuciones deben de cumplir dos propiedades:existencia y unicidad.

Existencia.Vx € X,y € Y|(z,y) € f ‘

Existencia. Para todo x que pertenece al conjunto X existe un y que pertenece al con-
gunto Y, tal que, el par ordenado (x,y) pertenece a f.
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Note que la condicién de existencia especifica que “todos” los elementos de X deben de
estar en un par ordenado de f, pero no es necesario que suceda lo mismo para los de Y.

Unicidad.Si(x,y1) € f A (x,y2) € f = y1 =y ‘

Unicidad. Si el para ordenado (z,y1) pertenece a f, y el par ordenado (x,y2) pertenece a f
esto implica (se cumple que) y1 = ya.)

Note que la condicién de unicidad dice que no puede haber dos valores de y diferentes para
alguna x, asi que si encontramos en una relacion, por ejemplo los pares {(1,2), (1,3)} NO es
una funcién, ya que para el mismo x (que vale 1) existen dos valores de y, en otras palabras,
el valor asociado de y no es UNICO.

existencia y unicidad

2.10.2. Funcion Inyectiva

Diremos que una funcién f : A — B es inyectiva si cumple que para a,a’ € A, f(a) = f(da’)
implica que a = a’.Es decir:

Inyectiva. Si f(a) = f(d/) = a=d ‘

Por ejemplo, A = {1,2,3,4} y B = {2,7,4}, la relaciéon R = {(1,2),(2,7),(4,4),(3,2)}, NO
es una funcién inyectiva ya que 1,3 € A estén relacionados con el mismo 2 € By 1 # 3.

Otro ejemplo, si se tiene A = {1,2,3}, B = {2,7,4} y R = {(1,4),(2,7),(3,4)}. SI es una
funcién inyectiva ya que si tomamos, dos valores iguales del segundo elemento de los pares
ordenados, es decir tomamos f(a) = 4, la definicién nos dice que f(a) = f(a'), entonces por
ejemplo, f(a) = 4 = f(a’) solo se obtiene si a = 1 = @’ 0 sea no existe otro elemento en A
que esté relacionado con 4.

Se recomienda al alumno visite los sitios en [1], [3] para més ejemplos.

2.10.3. Funcién Sobreyectiva

Diremos que una funcién f : A — B es sobreyectiva si para todo b que pertenece a B, existe
a que pertenece a A, tal que f(a) =b.

Sobreyectiva. Si Vb € B,3a € A|f(a) = b= rango(f) = B ‘

Por ejemplo, si A{a,b,c} y B = {1,2}, vy f = {(a,1),(b,1),(c,3)}, es sobreyectiva ya que
todos los elementos de B estan en la relacion.
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2.10.4. Funcion Biyectiva

Diremos que una funciéon f : A — B es biyectivahttp: //www.physicsforums.com/showthread.php?t=246593
si para todo b que pertenece a B, existe un unico a que pertenece a A, tal que f(a) = b. Es
decir la funcién es inyectiva y sobreyectiva.

Biyectiva. Si Vb€ B,3a € A|f(a) =bA f(a) = f(d') = a=d ‘

Por ejemplo, sea A = {a,b,c} y B = {1,2,3}, vy f = {(a,1),(b,2),(c,3)}. Es una funcién
biyectiva ya que a cada x € A se le asigno un y € B y a cada y € B solo le corresponde un
x € A
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Capitulo 3

Programa del Curso

Objetivo: desarrollar en el alumno los conocimientos, las habilidades y la aptitud para resolver
problemas algebraicos.

1. Conjuntos y relaciones.

= Conjuntos y subconjuntos.

= Construcciéon de conjuntos a partir de otros.
= Propiedades.

» Producto Cartesiano.

= Conjuntos y operaciones con conjuntos.

= Relaciones, dominio y rango de una relacién.
= Relacién de equivalencia.

» Funciones, funciones inyectivas, sobreyectivas, biyectivas e invertibles.

2. Ntmeros Enteros

= Kl conjunto de los ntimeros enteros.
= Operaciones y propiedades.
= Divisibilidad, propiedades y algoritmo de la divisién.

= Maximo comun divisor, minimo comin multiplo

Algoritmo de Euclides.

29
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3. Numero Complejos

= Numeros complejos y operaciones bésicas.
= Representacion grafica de la suma y productos de los nimeros complejos.
= Los ntimeros complejos como un campo.

= Raices de complejos y teorema de Moivre

4. Polinomios

= Definicién de polinomio y operaciones basicas.

= Divisibilidad y algoritmo de la division.

= Maximo comun divisor, minimo comin multiplo y algoritmo de euclides.
= Polinomios irreducibles.

» Raices y teorema fundamental del algebra.

= Fracciones parciales.

5. Matrices.

» Definicién de matrices.
» Transpuesta de una matriz.
= Algebra de matrices.

» Matrices especiales: diagonales, triangulares, simétricas y antisimétricas.




Apéndice A

Simbolos utilizados en este texto

Cuadro A.1: Notacién y simbolos utilizandos en el Capitulo 2.

Simbolo Uso Ejemplo
A B, .. Las letras mayusculas se | Considere el conjunto A ...
utilizan para notacién
de conjuntos.
a,b, ... Las letras mintsculas se | El conjunto A tiene como elementos a a, b, c.

utilizan para notacion
de elementos de los con-
juntos

{

Las llaves se utilizan pa-
ra definir un conjunto.

A ={a,b,c}. Se lee: el conjunto A cuyos elementos
son a, b, c.

Pertenencia

Considere el conjunto A = {a, b, ¢}, entonces a € A.
Se lee: a pertenece a A.

NO pertenencia.

Entonces z ¢ A.
Se lee: a no pertenece a A.

| tal que x|z es una vocal, entonces x puede ser igual a
a,e,i,0,uU.
Se lee, x tal que x es una vocal.

U Unién Sea A = {a,b} y B = {b,c} entonces AU B =
{a,b,c}. Se lee, A unién B

N Interseccién Sea A = {a,b} y B ={b,c},
entonces AN B = {b}.
Se lee, A interseccién B.

\ Diferencia Sea A = {a,b} y B ={b,c},

entonces A\ B = {a}.
Se lee, A diferencia B.
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Simbolo Uso Ejemplo
¢ Complemento A€,

Se lee, A complemento.
También se puede denotar como A’.

0 Conjunto Vacio A={}=0.
Se lee, A es igual al conjunto vacio.
Note que las llaves sin nada encerrado denotan el
conjunto vacio también, esta otra notacion se uti-
liza para hacerlo por extensién, mientras que el
simbolo () es la notacién por abstraccién o com-
prension.

C Subconjunto ACB.
Se lee A es subconjunto de B, o A estd contenido
en B.
Nota: Se utiliza este simbolo cuando A nunca
serd igual a B, porque B siempre tiene mas ele-
mentos que A.

- Subconjunto A C B.

Se lee A es subconjunto de B, o A estd contenido
en B.

Nota: Se utiliza este simbolo cuando A puede ser
exactamente igual a B.

No es subconjunto

A¢ B.

Se lee, A no es subconjunto de B, o A no esta con-
tenido en B.

Nota: Este simbolo indica que no es subconjunto
en niguna forma asi que siempre lleva la linea de
abajo.

> Mayor que a > b. Se lee, a mayor que b

< Menor que a < b. Se lee, a menor que b

> Mayor-igual que a > b. Se lee, a mayor-igual que b

< Menor-igual que a < b. Se lee, a menor-igual que b

\Y o AUB ={zlr € AV € B}
Se lee, A unién B es igual a x tal que x pertenece
a A o x pertenece a B.
Los simbolos: V o son equivalentes.

A y ANB={zlr€ ANz € B}
Se lee, A interseccién B es igual a = tal que x per-
tenece a A y x pertenece a B.
Los simbolos: A , y son equivalentes.

A4 Para todo Va € A.

Se lee, para todo a que pertenece a A
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] Simbolo H Uso Ejemplo
3 Existe Ya € AJb € B.
Se lee, para todo a en A existe b que pertenece a
B.
7 NO Existe #b € B.

Se lee, mo existe b que pertenece a B.

= Implica que a>b=a—-b#0.
Se lee, a mayor que b implica que a menos b es
diferente de 0.
También se puede usar se cumple que en lugar
de tmplica que.
Note que: El que a > b implica que a — b # 0.
Pero ST a—b # 0 eso NO IMPLICA QUE a > b,
por eso la flecha solo apunta hacia un lado.

& Si y solo si a>bsa—b>0.

Se lee, a es mayor que b st y solo si a menos b es
mayor que 0.
Note que: El que a > b implica que a — b >
0 y ademas SI a — b > 0 a su vez IMPLICA
QUE a > b, por eso la flecha apunta en ambas
direcciones.
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APENDICE A. SIMBOLOS UTILIZADOS EN ESTE TEXTO
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